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Questao 1 [ 5,00 ]

Paulo fez 3 provas de Matematica, onde a primeira prova teve peso 1 a segunda peso 2 e a terceira peso 2, obtendo
a média ponderada igual a 6,4. Sabendo que a média aritmética das 3 provas foi igual a 6 e a média aritmética das

duas primeiras foi igual a 5, determine as notas de cada prova.

Solugao
Indicando por ni,n2 e n3 as notas das trés provas temos que
n1+2n2+2n3 =5-6,4 = 32
ny+nzg+n3=3-6=18
ny+ne=2-5=10

Logo, n3 = 18 — 10 = 8. Dali,
ni+2n, =32 —-16 =16

Portanto, no =6 e n1 = 4.

Questao 2 [ 5,00 :: (a)=2,00; (b)=3,00 ]

Todos os triangulos representados na figura abaixo sdo triangulos retangulos.

B

Sabendo que BD = 3AFE:
DC

(a) Determine o valor da razdo —.
EC

(b) Calcule o seno do angulo ADE.

Solugao

(a) Observe que BA e DFE sao paralelos, entao aplicando o teorema de Tales, temos que

DC_BD _3AF _,
EC AE AE



(b) Por causa das semelhangas entre os tridngulos ADE e DCE, os angulos ADE e DCE sio congruentes. Sabemos, pelo
item (a), que

cos DCE = == = 1

DC 3

Logo, como sen? 6 + cos? § = 1 para todo 6, podemos afirmar que

ks

sen? ADE=1—cos’ ADE =1 — % = g
Portanto
sen ADE = § = 2—\/5
9 3
Questao 3 [ 5,00 ]

Determine todos os inteiros positivos n que satisfazem a inequagao
2

n* 4 206

— < 105.

Solucao

2
206 . . -
Sendo n > 0, tem-se que n”+ 200 < 105 equivale a inequacio n’ + 206 < 105n.
n

Como n? 4 206 < 105n <= n? — 105n + 206 < 0 <= (n — 2)(n — 103) < 0 concluimos que 2 < n < 103.

Portanto, o conjunto solugao é S = {3,4,...,102}.

Questao 4 [ 5,00 :: (a)=2,00; (b)=3,00 ]

Seja |x| o valor absoluto do nimero real x.

(a) Em que condigoes teremos |a + b| = |a| + |b]?
(b) Determine os nimeros reais = tais que | — 3z + 5| + |4z — 3| = |7z — §|.
Solucao
(a) Sea>0eb>0,entdo a+b>0eassim |a| +|b|=a+b=|a+D|
Sea<0eb<0,entdo |a| + [b] = —a+ (=b) = —(a+b) = |a+ ]|, pois a + b < 0.

Se a e b tiverem sinais contrarios, o resultado é falso. Suponha, sem perda de generalidade, que a < 0 e b > 0. Entao
0<la|+1b] = —a+beassim |a| + |b| # |a+b|, pois la+ b =a+bsea+b>0ela+b =—(a+b)sea+b<0.
Concluimos que devemos ter a - b > 0.

(b) Observe que a igualdade pode ser escrita da seguinte forma:

|3z — 5| + |4z — 3| = |7z — 8]

e usando o item (a), basta resolvermos a inequagao (3z — 5)(4z — 3) > 0.

Wl ot

ouzx >

> w

Logo a resposta é x € R, = <



Questao 5 [ 5,00 ]

Bete deseja colorir o mapa da América do Sul, que é constituido de 13 paises, como mostra a figura. Para isso
ela dispoe de 4 cores distintas: amarelo, cinza, rosa e vermelho. Sabendo que dois paises vizinhos nao podem ser
coloridos com a mesma cor e que ela ja pintou o Brasil e o Chile de cinza, de quantas maneiras diferentes ela pode
pintar os 11 paises restantes?

Venezuela (V) Guiana (G)

Suriname (S)

Colombia (CO) Guiana Francesa (GF)

Equador (E)

Peru (PE
eru (PE) Brasil (BR)

Bolivia (BO)

Paraguai (PA)

Chile (CH)
Uruguai (U)

Argentina (A)

Solucao
A ordem segundo a qual Bete escolhe pintar os paises produz diferentes estratégias de contagem, para que isso fique claro,
vamos apresentar aqui duas solugdes distintas, as quais diferirdo justamente em fungao dessa ordem escolhida.

SOLUCAO 1
Colorindo Guiana Francesa, Suriname, Guiana, Venezuela, Colombia, Peru, Bolivia, Paraguai, Argentina, Uruguai e Equador,
nessa ordem.

Para a Guiana Francesa temos apenas 3 cores disponiveis, ja que faz fronteira com o Brasil, o qual estd pintado de cinza.
Do Suriname até o Paraguai teremos apenas 2 cores disponiveis para cada pais, pois ndo podemos pintd-los com a cor
utilizada para colorir o pais que, pela sequéncia dada, veio antes daquele que se pretende pintar nem podemos usar a cor
cinza, usada para pintar o Brasil, que faz fronteira com todos os paises citados. Note que Peru e Bolivia, fazem também
fronteira com o Chile, mas isso ndao é problema, j& que o Chile estd colorido de cinza, tal qual o Brasil, ndo afetando a
quantidade de cores disponiveis. Para Argentina, haverda apenas 1 escolha possivel, pois Brasil e Chile ji estdo pintados
de cinza e os outros dois vizinhos ja pintados, Bolivia e Paraguai, certamente estdo pintados de cores diferentes, ji que
fazem fronteira com o Brasil e também entre si. Quanto ao Uruguai e ao Equador, cada um deles terd apenas 2 cores
disponiveis para ser pintado, ji que ambos possuem apenas dois paises fronteirigos ja coloridos com cores distintas. Logo,
pelo Principio Fundamental da Contagem (PFC), o nimeros de formas distintas para colorir o mapa serd dado pelo produto
do niimero de possibilidades de cada etapa do processo de decisao sobre como colorir o mapa, isto é, 3-27-1.2% = 3.2% = 1536.

SOLUCAO 2
Colorindo Guiana Francesa, Suriname, Guiana, Venezuela, Colombia, Equador, Peru, Bolivia, Paraguai, Argentina e Uruguai,
nessa ordem.

Embora esta ordem de escolha possa parecer mais natural que a primeira, no sentido de que percorremos o mapa escolhendo
os paises rodeando o Brasil de cima para baixo, o fato de o Equador nao fazer fronteira com o Brasil nem com o Chile exigira
de nés, como veremos, um cuidado adicional quando formos colorir o Peru.

Para colorir os paises da Guiana Francesa até Colombia, o raciocinio serd andlogo ao utilizado na SOLUCAO 1, ou seja,
teremos 3 - 2* = 48 possibilidades. Para colorir o Equador, temos 3 possibilidades, j& que o tinico vizinho ja colorido sers a
Colombia. Mas quantas possibilidades temos para colorir o Peru? Isso depende. A cor escolhida para colorir o Equador foi
ou nao a cor cinza? Se a resposta for afirmativa, temos 2 maneiras de colorir o Peru. Se a resposta for negativa, ha apenas



1 cor disponivel, j4 que nao podemos colorir o Peru de cinza (pois faz fronteira com Brasil e Chile) nem com as duas cores
utilizadas para colorir o Equador e a Colombia. Assim, precisamos dividir nossa SOLUCAQO 2 em dois casos:

CASO 1: Equador foi pintado de cinza.

Ja vimos que ha 48 formas de pintar os paises que precedem o Equador na sequéncia. Para o Equador héd 1 tnica possibil-
idade: cinza. Para o Peru, como ja visto, ha 2 possibilidades. Para colorir os paises restantes, obedecendo a sequéncia, o
raciocinio é idéntico ao da SOLUQAO 1. Logo, neste caso, o PFC nos garante que h4 48 -1-2.2%.1.2 = 768 formas para
colorir o mapa.

CASO 2: Equador néo foi pintado de cinza.

Novamente, aqui temos 48 formas de pintar os paises que precedem o Equador na sequéncia. Para o Equador, agora ha 2 pos-
sibilidades. Para o Peru, como j& visto, ha 1 possibilidade apenas. Para colorir os paises restantes, obedecendo a sequéncia,
o raciocinio é novamente idéntico ao da SOLUCAO 1. Logo, neste caso, o PFC nos garante que hd 48 -2-1-2%.1.2 = 768
formas para colorir o mapa. Curiosamente, o mesmo resultado do CASO 1.

Pelo Principio aditivo, quando surgem caminhos alternativos (grupos sem interse¢do) no processo de contagem, devemos
somar o nimero de possibilidades de cada caso, ou seja, o ntimero total de formas para colorir o mapa na SOLUCAO 2 ser4,
como esperado, o mesmo da SOLUCAO 1, isto é, 768 4+ 768 = 1536.



Questao 6 [ 5,00 ]

Na figura abaixo, todos os arcos sdo semicirculos, o angulo BAC é reto, e M, N e P sdo os pontos médios dos
segmentos BC, AB e AC, respectivamente. Determine a area destacada S, a partir do valor das outras duas areas
destacadas.

Solugao
Considere as seguintes notagdes para as medidas dos lados e para as dreas dos semicirculos da questao:

Note que semicirculos de mesmo diametro terao mesmo raio e, consequentemente, mesma area.
Como a? = b? 4 ¢2, pelo Teorema de Pitdgoras, teremos que « = y + z. De fato,

m—lﬂ(g)Q_lﬂa:—lTer—’_g—lw b 2+17F<E)2_ +z
“2™\2) T2"y T3" 2 T3"\3 2" \g) TY¥TA

Além disso, cada um dois semicirculos menores tem area igual a % do semicirculo maior correspondente. De fato, a drea de

um semicfrculo de raio £ é 17 (5)” =% (37r?), ou seja, 1 da drea Smr? do semicirculo de raio r.

Com isso, u =z/4, v=y/dew=2/4. ¢

T T T 3x
x—75+u—75+1..w_75+1..x—1—754.Z—75 x =100
z 0z z z z
z2=32+w+w 3+4+4,.z 3+2..z 3 3..2 32..2=6
Como x =y + z, temos 100 = y + 64, logo b = 36. A &rea S procurada é dada por
S=ytv=y+ Y =36+°0 =45
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